Modelle von Fliichen vierter Ordnung

nach Herrn Kummer in Berlin.

n der Koniglich Preussischen Alkademie der

n Monatsberichte
ahre 1863, S. 539
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Wissenschaften zu B

Mittheilung legte Herr Kummer ein von ihm

angefertigtes Gipsmodell der Steiner’schen Fliche vor.

Die dargestellte specielle Fliche®) ist so gewiihlt, dass sie eine endliche,
allseitig begrinzte ist, dass in ihren Theilen die grb’sstmijglichste Sym-
metrie herrseht, und dass alle Haupteigenschaften der allgemeinen Stei-
nerschen Fliche an ihr in realer Weise sichtbar hervortreten.  Allen
diesen Anforderungen geniigt die Fliche, deren Gleichung in rechtwinkligen

Coordinaten

Bei Gelegenheit dieser
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y*z +z”.@2+x2y2»—20.®yz=0

Die drei graden Doppellinien, welche hier nur zum Theil auf der
und als isolirte Linien sich alsdann weiter in’s Un-
auf cinander senkrecht, und die auf denselben
elche als Axen der Fliche bezeichnet werden

ist.
Fliche selbst liegen,
endliche fortsetzen, stehen

yu nehmenden Lingen; W
konnen, sind einander gleich. Die Fliche ist zum Theil convex-convex,
y die ersteren Theile
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hnitte aus, die Iangentialebenen

convex-concaven Theilen liegen,
Vier besondere Tangentialebenen
elche in einen Kegelschnitt
picht blos in einem Punkte,
¢ Tangentialebenen und

Theil convex-concav.
schneiden nur je gwei imagindre Kegelsc
aber, deren Berithrungspunkte in den
schneiden reale Kegelschnittpaare aus.

schneiden solche Kegelschnittpaare aus,
wllen und beriihren die Fliche
Kegelschnitten, als singulir

zum

W

zusamment

sondern in diesen
1) Die folgenden mit giitiger Erlaubniss des Herrn Verfassers unveriindert ent-

nommenen Abdriicke hat die Verlagshandlung mit in Klammern gesetzten Hinwei-

sungen auf die Nummern der neunten Serie ihrer Modelle, welche die in diesen Mit-

theilungen beschriebenen Modelle umfasst, zu begleiten sich erlaubt.
?) [Nr. 8 der neunten Serie der Vcrlagshandlung.]




ihre Beriihrungs-Ke
Falle Kreise sind ,
Fliche v

gelschnitte, welche

. ellen
in dem vorliegenden speei€
scheiden

Teile der
zugleich die convex - convexen Theile J(‘llss
on den Convex-concaven, Endlich ist noch zu ]u-xllﬁl']fvn‘yt-m‘;en
die allgemeinste Steinersche Fliche, welehe finfzehn wesentliche Const:
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Wissensch

Wenn p, 9, 7, s vier lineare
zweiten Grades der Coordinatey T,y 2 bezeichnen, so ist
(1.
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: o Munkti
Funktionen und ¢ cine F

P —4 lpgrs — 0

die Gleichung eipey Fliche
=0, =0, r= 0, s=o, singuliire
Fliche in Kegelsehnitten beriihrey,
unabhingige lineare Funk
Tetraéder und Jede der secls Kante
Fliche zweiten Grades ip zwei Punkte
vierten Grades sind; dieselho hat
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Unendliche geht. Die vier singu-

lichst symmetrisch wird und nicht ins

liiren Tangentialebenen:
— gl
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e
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adder und da @ = p=c=d=c¢=f= 1 gewiihlt
r dem reguliren Tetraider umschrie-
gleich § genommen. Die Gleichung

bilden ein regulires Tetr
ist, so wird die Fliche 1/‘—-:0 zu de
die Constante 2 ist

benen Kugel;
stellten Fliche ist daher:

der durch das Modell darge
3) @yt et — B8R — e — B2 2 [ 4K — 2% = 0.

Diese Fliche besteht aus sechs congruenten endlichen Theilen, deren jeder
ausliiuft, je drei dieser zwolf Spitzen vereinigen sich in
Das Modell bringt die einfachste
Knotenpunkte zur Anschauung,
die BEbene des uniplanaren
die in diesem Punkte
n Punkt gehenden

in zwei Spitzen
uniplanaren Punkte.

einem der vier
und  allgemeinste Art der uniplanaren
o in welchen

niimlich die der zweiten Ordnung,
Punktes aus der Fliche eine Curve
einen dreifachen Punkt hat. Wenn die drei durch diese
Aeste der Curve alle real sind und in diesem Punkte drei verschiedene
o hat ein soleher uniplanarer Knotenpunkt stets die
Theile der Fliche sich ver-
r diesen einen Punkt

ausschueidet,

Tangenten haben,
Eigenschaft, dass in ihm drei verschicdene
einigen, welche in der Nihe des Knotenpunktes nu
mit einander gemein haben.

Finen interessanten besonderen Ifall der Flic
a—=b=c=d=e¢=f=1, und auch J =1 setat, also

= 0.

he (2.) erhiillt man, wenn

man
(4.) ((17‘+1‘p+m+p5+qs+rs)2~4mrs
anaren Knotenpunkten noch drei
n Kegeln zweiten Grades und
tialebenen mnoch sechs andere,

e hat ausser den vier unipl

Diese Flic
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emeinen Fliche vierten Grades mit 15 Knoten-
niimlich als der Fall, wo von diesen 15 Knoten-
punkten viermal d aren Knotenpunkten vereinigen
und drei als gc\\'mmliche Knotenpunkte bestehen bleiben. Die von den
vier uniplanaren Knotenpunkten ausgehenden cinhiillenden Kegel sechsten
Grades bestehen hier jed zehn singuliren Tangential-
ebenen, wiihrend diese einhiillenden Kegel fiir jeden der drei gewdhnlichen
Knotenpunkte aus vier singuliren T;uxgenti:llebenen und einem einhiillen-

Diese Fliche hat auch, wie ich an

den Kegel zweiten Grades bestehen.
einem anderen Orte zeigen werde, die merkwiirdige Eigenschaft, dass das

or aus sechs der
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vollstindige System aller ihrer zweifach beriiirenden Tangenten aus sechs
getrennten Strahlensystemen zweiter Ordnung und dritter Klasse lmstc.ht:

Wenn die Fliche zweiten Grades ¢ =0 i der Gleichung (1.) GrL
der sechs Tetraéderkanten beriihrt, so vereinigen sich in diesem ])’c'rllh'
rungspunkte zwei Knotenpunkte der Fliche in einen und bilden so (5111011,
biplanaren Knotenpunkt, st man die Fliche ¢ =0 alle scc]lh‘
Tetraéderkanten beriihren, so erhilt man eine Fliche vierten Grades
mit sechs biplanaren Punkten, welche durcly die Gleichung
B) "4 g 2 gg2 2qr—2rp—2pg—9ps-_9 qs—2rs)*—4lpgrs =0
dargestellt wird.

Die sechs hiplanaren
dreimal je vier in eine und dieselhe T
folgt, dass diese drei Ebenen,
der Fliche vierten Grades Ke

Der von einem Jjeden der
Kegel sechsten Grades besteht
gehenden singuliiren Tange
mit einer Doppelkante

Das Modell 1LY zeigt diese Fliche
falls die vier singuliren Tangenti
bilden und die Fliche ¢P=0

. : s s ; ass
Knotenpunkte dieser Fliche liegen so, d

bene fallen, woraus unmittclbil'l
deren jede vier Knotenpunkte enthilt, aus
gelschnittpaare ausschneiden. )
sechs Knotenpunkte ausgehende einhiillende
aus den beiden durch denselben hindureh-
ntialebenen ung

) . ierten Grades
aus einem Kegel vierten Grad
» I weleher gje

ser Kegel sich selbst beriihrt.
on 5 = when-
fiir den besonderen Fall, wo ebe

J - 1 aoder
alebenen ejy regelmiissiges Tetradd

y . -iihrende

die alle secls Kanten desselben berithrend
Kugel ist. Die Grosse 4 hat den besonderen Wert), 7, — — 7 crhulten},
fiir welchen die Fliche in einem endlichen Raume eingeschlossen ist unc

passende Verhiltnisse ihre
bestimmten Fliche ist -

2 g .2 .2\2 i " ¢ g 3
(6.) (@42 + . —E)Y - 3e—1r 227 [(2 4 &)* — 2% = 0;
en einander congruenten Theilen, deren jeder
1 drei biplanaren Knofcnpunktcn zusammenhingt.
e besondere Art der biplanaren Knotenpunkte zur

dmlich diejenigen, in welchen die heidey osculirenden Ebenen
real sind und eipe beliebige durch die Durchse

durchgehende Ebene eine Curve ausschneidet, welehe in diesem Punkte
sich selbst beriihrt, Diese Knotenpunkte sind daher nicht als die ein-
fachsten und allgemeinsten biplanaren Knotenpunkte anzuschen, weil bei
diesen eine Jede solche Ehene eine Curye ausschneidet, welehe in dem
Knotenpunkte eine Spitze hat, aber nicht einen Punkt der Selbstberithrung.

‘ Die durch die Gleichung (5.) dargestellte allgemeine Fliiche \’iC“c’;
1 3 0} 4 . nn
Grades mit sechs biplanaren Knotenpunkten enthilt als speciellen Fal

') [Diesem Modell entspricht der in qep Abhandlung vom Jahr 1872 (s. unten)
mit I bezeichnete Typus, Nr. 1 der neunten Serie der Vcrlngshmxd]ung.l

r Dimensionen erhiilt.  Die Gleichung diese
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mit den drei anderen i
Das Modell bringt ¢
Anschauung, n

hnittslinie derselben hin-
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in einem und demselben
fiir den besonderen

welche drei

auch die Steinersche Fliiche"),
de hat, niimlich

Punkte sich schueidende Doppelgra

Werth 4 = 16. Tiir diesen Werth ist

" (7) (p’—}—q?_}_7-?_{-32-—2qr——2rp——2pq~2ps——2{18—-29‘3)2——642)@'3_—_—O,
welche Gleichung in irrationaler Form durch

8 s = s =

&) Vit Va+Vr+Vs=0

da diese rational gemacht genau mit der anderen
ine Gleichung der Steinerschen Fliche ist,
derselben als die Ebenen

p=0, ¢g=0, r=0, s=0 gewihlt werden. Die scchs biplanaren
Knotenpunkte der allgemeineren Fliche sind an der Steinerschen Fliche
egen aber in den drei Doppelgraden und

anden, sie li
anarer Beschaffenheit geworden; ©s sind

lgraden aufhoren

dargestellt werden kann,
iibereinstimmt, und die allgeme
wenn die vier singuliren Tangentialebenen

noch erkennbar vorh
sind singulire Punkte von unipl
diejenigen sechs Punkte, in welchen diese drei Doppe
auf der Fliche selbst zu liegen und zu isolirten Linien werden.

1) [Nr. 3 der neunten Serie.]
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Wissenschaften zu Berlin aus dem Jahre 187

Herr Kummer las:

Ueber einige besondere Arten von Flichen vierten

Grades.

weleche von einer Schaar von Fliichen
Art, dass jede Fliche zweiten
urve vierten Grades beriihrt,

Die Flichen vierten Grades,
cingehiillt werden, in der

zweiten Grades
he vierten Grades in einer C

Grades die Flic
sind alle in der Form:
=Yy ()

enthalten, wo @, v, X drei beliebige Funktionen zweiten Grades der
Coordinaten darstellen. Die Schaar der Flichen zweiten Grades, welche
diese Fliche vierten Grades einhiillt, ist durch die Gleichung

u”l}l—{—?mpJ,—z:O oalB)

eriinderliche Parameter ist. Diese sehr allge-
in welcher die meisten der bisher
lichen vierten Grades enthalten

gegeben, in welcher ¢ der v
lichen vierten Grades,

meine Art von F
ressanteren F

besonders behandelten inte




sind, besitzt eine bemer]
bekannte Eigen

Kenswerthe, so viel

schaft, welche dag System
und welche darip besteht

28. Klasse,

ich weiss bisher noch ui.d-lt
ihrer I)uppolf:mg(-nfun hotrlﬂf{
dass  das Sfl':lhlcll.\‘_\’.\'ﬂ'lll 12, Ordnung -mi(,
welehes vop simmtlichen Doppeltangenten der illl.‘f"‘:"l'f’l;lﬁ;l
Fliche vierten Girades gebildet wird, fiir diese besondere Art von 141;1("“/)‘
vierten Grades in zwei getrennte Strahlensysteme zerfillt ) deren mni:
von der 4, Ordnung und ey 12. Klasse, das andere vop der 8. Ordnung
und der 16, Klasse ist.

Um' dies 2y beweisen, betrachte ich die
Fliichen zweiten Grades (B)
Fliiche zweiten Grades zwei Schaaren

Linien sinq doppelt  berithrende Linien der Flicle (A); denn da '_l“d,:l
Fliche der Sehaay (B) die Fliche (4) nur beriithrt und nirgends ﬂ*“}”“’“llcxi
$0 kann ayel Jjede auf iy liegende grade Linie die Fliche (A) nlll‘.)f',
rihren, die viep I)urchsc]mittspunktn, welche eine beliehige grade Lini

: S .. i, . Miiche der
mit der Fliche (A) hat, miissen algo fiir jede auf einer Fliche
Schaar (B) liegende gr: wei Ber

s 1 stianden
Schaar der einhiillc nd<,1
SR X ; | i
Eine Jede Fliche dieser Schaar enthiil

i) fose oraden
grader Linien und alle diese ar

ade Linie 7y 4 iihrungspunkten vercinigt "(’”;')
Die simmtlichep graden Linjen der Schaar von Hyperboloiden (];
bilden also eip selbstiindiges Stmhlensystmn, welehes die Fliche (A) zur
Brennfliiche hat. Um die Ordnung wnq Klasse dieses Strahlensystems /“
bestimmen, hemerke ich, dass durel, einen jeden Punkt des Rawmes .Z“"'
Hyperboloide der Schaar () ]xiluhn‘ch:_j(,-h(sn, da die Gleichung ‘1.’"'\'(‘10
Schaar in Beziehung auf ¢ quadratisel ist, und dass in jedem dw.\‘cr‘
beiden Hyperboloide zwei grade Linjen durch diesen Punkt gehen. I):l»‘:
Stralilensystem ist also von der 4, Ordnung, qq dureh jeden Punkt des
Raumes vier Strahlen desselhen gehen.  Betrachtot man ferner eine be-
liebige feste Ebene, so wirq dieselbe voy ¢ Hyperboloiden der Schaar (B)
beriihrt, denn die Bcdingnngsgleichlm;g fiir die Ber
auf die Cosfficientey der beriihrenden I’
]‘)imeusi()nen, also in Beziehung

iihrung ist in ]icy,i('hllllg
liche zweiten Grades von (lr‘ol
auf « voy g, Grade. Der Durchschuitt
der festen Ebene mit den seclg dieselhe beriihrenden Fliichen zweiten
Grades gibt aber 19 grade Lini(m, die in dieser Ebene liegenden
Strahlen des Systems sind, sodagy dasselle von der 12, Klasse ist.

Die BC‘““Q‘”’:‘-’;’; dass die Fliche zweiten Grades (B) zu einer ]\"l'g.‘.l-
fliiche werde, ist in H(‘Zi(:lnmg‘ auf die ("n{it'liui(-ntvn der Fliche von vier
Dimcnsionen, also in l}czichnng‘ auf den Parameter
es gibt also acht Kegel zweitey Grades, derey iy
Systeme 4, Ordnung ung 12, Kl :

welche

¢« vom achten Grade;
¥ rahlen-
rade Linien dem Strahl

aSse angehéren ypq Strahlenkegel d¢
selben bilden. Die Mittelpunkte dieser acht Kegel aweiten Grades gehore
im Allgemeinen der

Brennflicle (A) nicht ap.
dche, nach wele
fiir welehg
ZU einem vereinigen,

finition der Brenyg
des Raumes ist,

Nach der allgemeinen De-
I geometrische Ort der l'l“llft“
en ausgehenden Strahlen sich
in jeder Mittelpunkt eines Strahlenkegels

her sie de
‘wel der voy ih
muss aber o



Kkt derselben sein.
die Brennfliche

ein Punkt der DBrennfliche and zwar ein Knotenpun
Dieser scheinbare Widersprueh lost sich dadurch, dass
vierten Grades (A) nur einen hesonderen Theil der durch diese allgemeine
Definition bestimmten Brennfliche bildet. Allgemein: weni man das voll-
doppelt beriihrenden graden Linien einer Fliche
sst, so ist diese Fliche nten Grades
Systems, als sie von allen Strahlen
| Sinne aber, dass die Brenn-
Ort aller Punkte des Raumes ist, fiir welehe zwei
yereinigen, enthiilt die Brennfliche ausserdem
noch die vollstindige abwickelbare Fliiche, welche von allen doppelt be-
riihrenden Ebenen der Fliche nten Grades eingehiillt wird. Fiir die all-
gemeine Fliche nten Gr abwickelbare TFliche vom Grade

nn—2) (n— 3) m*42n—4),

160. Grade. Herr Salmon in
p. 419 der ersten, sowie
abwickelbaren Fliche

stindige System aller
nten Grades als Strahlensystem
rennfliiche des
riihrt wird, in den

auffa
nur in dem Sinne die B
des Systems zweimal be
fliche der geometrische
Strahlen sich zu einem

ades ist diese

n vierten Grades vom
of three dimensions,
findet als Grad dieser

also fiir die Fliche
seiner analytic geometry
p. 455 der zweiten Ausgabe,
die Zahl
dnm—2) n— 3’4 2n —4),

igegehenen Note, dass sie
ferneren Aufklirung
s der Faktor 4 nur

er dieser Formel be
weleher mnoch einer
l6st sich dadureh, das
1 hinzugekommen ist, wovon
Grades dieser abwickelbaren

bemerkt jedoch selbst in d

auf einen Widerspruch fihre,

pediirfe. Dieser Widerspruch

dureh einen Rechnungsfehler zu dieser Forme

ich mich durch eine direkte Bestimmung des

Fliiche nach zwei verschiedenen Methodren iiberzeugt habe.
Die drei Flichen zweiten Grades:

I/J:O7 "’:07 Z:O’

(B) zusammengesetzt ist, haben acht
Form der Gleichung (A) zu
ierten Grades sind. Jede

lehen die Schaar der Flichen
ame Punkte, welche, wie aus der
acht Knotenpunkte dieser Fliche v
B) geht durch alle diese acht Knotenpunkte hindurch,
derselben  gehen also unendlich viele Strahlen des
12. Klasse, dasselbe besitzt also ausser den oben
es noch acht Strahlenkegel,
Diese acht

aus we
gemeins
ersehen ist
Fliche der Schaar (
durch einen jeden
Systems 4. Ordnung und
gefundenen acht Strahlenkeg
deren Mittelpunkte in diesen ac

Strahlenkegel sind die von den Knotenpunkten
irades cinhiillenden Kegel, welche wie bekannt Kegel sechsten

eln zweiten Grad
Lt Knotenpunkten liegen.
ausgehenden, die Fliche

vierten (

Grades sind.
Dic von der Schaar aller doppelt beriihrenden Ebenen der Fliche
Liillte abwickelbare Fliche des 160. Grades ent-
war jeden zweimal

vierten Grades (A) einge
1 Grades in sich und z

hillt diese acht Kegel sechste




| ferner entpyt sie auch djq oben
i Jeden einmal, ),
‘ ausmachen ,

: irades,
o]l zZweiten Gr:
gefundener acht Kegel zwe
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. : g5 112. Gr:

alle diese Kegel Zusammen ein Gebilde des 112
80 kann nyp noch ej

ARy n'
ne ahwickelb:u‘e Fliiche des 48. (11‘:’?1?05
; hinzukommen, welche i Allgemeiney nicht konisch ist, sondern
wirkliche Wendekurve besitzt,
>‘. Stellt m
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einzige Irratioy
gleich NyJp ges
eine Kegelf
rationale
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. § elehe emme ‘P""l
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unktion
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o . T3P} . . . 1 1 i o "c .
i 1st, also |/ g rational in Beziehung auf & 80 lassen sich die heiden

| von gradep Linien

auf der F
dass beide fijy sich r

Man erhilt giqe4 eil
Systeme zwejtep Ordn
Zweiter Ordnung he
haben, mit alleinige

iche zweitey G
ational iy Beziehy,
168 Struhlensy
ung,

rades (B) trennen, in der 3::{
18 auf « ausgedriickt \\'C“z"]j’] len-
stems vierter Ordnung zwei b“‘“\uc
Auf diese Weise kann map alle Stl‘“"l””sy“-(v]cn
reiten, welepe Brennfliicley und nicht Bl’c“"cmund
T Ausnahme des Strahlensystems zweiter ()rdnungneu-
siebenter Klasse, dq sich die Strahlen aller Uibrigen in Schaaren le.’\‘{ll;”y e}
fassen lassen, welche nyp Jje eine Schaar dep graden Linien (:incrf Il-‘luug
boloids ausmachen, Py, Strahlen (eg Strah[ensystcms zweiter Or¢ ”"01'1
und siehentey Klasse ahey lassen i iberhaupt niept iy Sc]l:li‘lr(}ll o
graden Linjep von Hyper])oloiden msmnmenfassen, sowie auch dw~Bri]dc
fliche diegeg Strahlensysten die elche nicht als Einhiille

einzige ist, w
. Vo i kann.
éner Schaar voy Fliichen gy S dargestellt werden kani
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der sechs Kanten dieses Tetraéders schneidet die Fliche zweiten Grades

g=0

nkte der Fliche vierten Grades (C) sind,
Ein jeder der von den zwolf
Kegel sechsten Grades enthilt
also, wenn diese beson-

in zwei Punkten, welche Knotenpt
sodass dieselbe zwolf Knotenpunkte hat.

Knotenpunkten ausgehenden einhiillenden
siren Tangentialebenen, wird
su einem Kegel vierten Grades.

drei verschiedene Weisen als Einhiillende einer

ades sich darstellen lisst, so werden ihre
Strahlensysteme vierter Ordnung bilden,
a zwei dieser drei Strahlensysteme entweder ganz identisch
rahlensystem gemeinschafﬂich enthalten.
Fall, da die vier Strahlensysteme O ter
in den vier singuliren Tangentialebenen
liegen, allen dreien gemeinsam sind; werden diese abgesondert, s0 bleiben
drei Strahlensysteme vierter Ordnung und achter Klasse iibrig, welche
von den doppelt beriihrenden graden Linien der Fliiche (C) gebildet werden.

Ausserdem aber enthalten je zwei der drei Strahlensysteme keine weiteren
gemeinsamen Strahlensysteme, sondern nur gewisse einfach unendliche

Schaaren von Strahlen, welche Kegelflichen bilden und, wie eine genaue
Untersuchung zeigt, nur die von den zwolf Knotenpunkten ausgehenden
Strahlenkegel vierten Grades sind, von denen je vier je zweien dieser

drei Systeme gemeinsam angehoren.
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Die Gleichung achten Grades, welche diejenigen Werthe des « gibt,

zwei der vier singul
ders betrachtet werden,

Da die Fliche (C) auf
Schaar von Flichen zweiten Gr
Doppeltangenten drei verschiedene
wenn nicht etw
werden, oder doch ein niederes St
Das letztere ist in der That der
Ordnung und erster Klasse, welche

fiir welche

a’pqg+ 209 +rs=0
su einer Kegelfliche wird, erniedrigt sich hier um vier Einheiten, weil
sic die heiden Wurzeln « =0 und &= o jede zweimal enthilt und fiir
diese Werthe nur die Systeme zweier Ebenen p=10, ¢=0 und r= 0,
Diese Schaar von Fliichen zweiten Grades enthiilt also nur
egel und da dasselbe auch bei den beiden anderen Schaaren
so hat die Fliche () im Ganzen zwolf einhiillende
deren Mittelpunkte nicht in den Knotenpunkten

s =0 ergiebt.

vier wirkliche K
bei (D) der Fall ist,
Kegel zweiten Grades,

dieser Fliche liegen.
Das vollstindige System aller doppelt berithrenden graden Linien

der Fliche (C) besteht also aus vier Strahlensystemen Oter Ordnung und
erster Klasse und aus drei Strahlensystemen vierter Ordnung und achter
Klasse, mit Z2wolf von den Knotenpunkten ausgehenden Strahlenkegeln
vierten Grades und zwolf nicht von den Knotenpunkten ausgehenden

Strahlenkegeln zweiten Grades.
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zu zihlen sind ypq darum ein Gebilde des 24, Grades ;111s111.-1(:|10“_' “ zehn-
gehdren noch die vier singuliiren Tangentialebenen dazu, deren ‘J"'d('“'('mr_
fach zu zihlen ist, welche also Zusammen  ein Gebilde 40, Grades oll-
stellen,  Hierdurel, wird der Grad 160 dieser
stindig erschopft.

Um moglichst bestimmto Anschauungelx der in der Form

Miehe v
abwickelbaren Fliche

= pqrs
siee der
= A . ; ieh cinige (
enthaltenen Flichen vierten Grades zy gewinnen, habe ich cini

o

merkwiirdigsten durel, Gipsmodelle dargestellt. Dabei habe ich, 1111{ 1“]‘1'("“
lichst symmetrisehe und regulire Formep zu erhalten, die vier ]“‘{(/.én
P=0,0=0, 1=0,.3—10 aly dia vier Seitenflichen eines regu l-:l trC‘L
Tetrasders gewihlt und gie Fliche zweiten Grades ¢ =0 als cine ]\-‘-lﬁ\rs
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so hat die Fliche keine
mten des reguliren Tetraéders
Fiir ¢ =1, wo die sechs Tetradder-
suerst reale Knotenpunkte auf
i der zwolf Durch-

Wenn die Constante g kleiner als Lins ist,
realen Knotenpunkte, weil die sechs K:
alsdann qQie Kugelfliche nicht treften.
kanten die Kugelfliiche beriihren, treten
und zwar sechs biplanare Knotenpunkte, weil je zwe
schnittspunkte der sechs Tetraéderkanten mit der Kugel zu einem zu-
sammenfallen. Wenn g grosser als Eins ist, so sind zwolf reale Knoten-
punkte mit osculirenden Kegeln zweiten Grades vorhanden. Nur in dem
besonderen Falle w=3, wo die vier Ecken des reguliren Tetraéders auf
der Kugelfliche liegen, treten je drei der zwolf Knotenpunkte zu einem
zusammen und bilden so vier uniplanare Knotenpunkte. Wenn u arosser
als 3 wird, so treten sie wieder zu zwolf konischen Knotenpunkten aus-
einander.

Das Modell 1Y) stellt die Fliche dar fiir die Werthe der Constanten
=1, A=—4%, k=40""%

D.icselbe besteht aus vier congruenten Theilen, welche nur in den sechs

b\ll)l:lll:ll‘(‘l] Knotenpunkten zusammenhiingen. —Die heiden osculirenden

Ebenen ‘in jedem dieser Knotenpunkte sind real und bilden einen Winkel,

f]““'“'" Cosinus gleich 7 ist.  Ein Modell dieser Art von Flichen habe
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e s ) vlml m:)\ e dll?chﬂ.tl}lch zu machen, m.s. den Monats-
Zung n 23, April 1866.

Das Modell II stellt die Fliche dar fiir die Werthe der Constanten
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A= ,15’0,’ A 50111111,
und besteht ecbenfalls aus vier ¢ ) i i
(~t. it ebent 111'5 aus vier congruenten Theilen, welche nur in den
sechs  biplanaren Knotenpunkten zusammenhingen.  Diese biplanaren
Knotenpunkte selbst sind aber von ganz anderer Beschaffenheit als die
des vorhergehenden Falles, da die beiden osculirenden Ebenen derselben
imaginiir sind und nur cine reale Durchschnittslinic haben, so dass in
. T op . . v ? ) b it
unendlicher Nithe ecines jeden Knotenpunktes die Fliche in diese grade
Linie iibergeht. i
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) [Die oben mit I bis VI bezeichneten Modelle sind in derselben Reihenfolge
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vier Ecken qusliuft, mit denen er in den Knoten-

Theile zusammentrifit.
vierten Grades ge
t 16 Knotenpunkten und 16 singu-

)
“lellell, deren jeder in
Punkten mit vier anderen dieser
P In diesen Cyclus von Flichen hort als specieller
1.,.all auch die Fliche vierten Grades mi
fren Tangentialebenen, welche man erhiilt, wenn
a 3u—1
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Sitzung der Akademie vom 18. April 1864
1 auch ein aus
die in den

genommen wird, welehe ich in der
vollstindig behandelt habe. In derselben Sitzung habe icl
Drithten angefertigtes Modell dieser Fliiche vorgezeigt, welches
n Tangentialebenen liegenden 16 Bcriihrungs-Kegelsc]mitte
durch sechs der 16 Knotenpunkte hindurchgeht.
ist vor Kurzem von Herrn Dr. F. Klein
1be in Zinkgussi) hat ausfithren

16 singuliire
darstellt, deren jeder
Bin neues Modell derselben Fliche
in Gottingen construirt worden, welcher dasse
und vervielfiiltigen lassen.

1) [Dasselbe Modell in Gips ist durch die Verlagshandlung zu beziehen.]

Druck von H. Brill in Darmstadt.




