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angefertigt
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angefertigt
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Nr. 5.
Orthogonalsysteme auf der Kugel

ausgefiihrt (1891) von Assistent J. Aleiber.

Die Modelle geben quadratische Binteilungen auf der Kugel -
a. und b. durch zwei Kreissysteme mit zwei getrennten bezw.
zwei zusammenfallenden Polen,
b. durch zwei Schaaren von Loxodromen. ) )
Es bezeichnen x, ¥, # die rechtwinkligen Coordinaten des Raumes,
e gyttt =1 di
i i 8 adius
die im Modell dargestellte Kugel. Im Modell ]S{“c Sp?mi!l, .ﬂ:uhlt{‘:i"k-
(M:uts»;cinhcit) 7,5 em gewihlt. s seien ferner S, TIrl(l,bl "
ligen Coordinaten in der Tangentialebene 2= - 1 d'er Kugel : ﬁa{;hene
fiir die stereographische Abbildung der Kugel auf diese Tangeu
vom Punkte é: -+ 1 aus bekanntlich die Formelu:
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Wir stellen im folgenden die Formeln fiir die stereographische Ab-

b“d“"g der drei in den Modellen dargestellten Kurvensysteme auf die
»%7-Kbene zusammen :
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a. Fir das quadratisehe Netz der Kreise mit getrenn fﬁ,w P;{l:llc"
kann man dann in. der stereographischen Projection auf die 5, - lbe
die Gleichungen ansetzen:

D&+ —4yu—g=o0,
2) §2+ 7]2_%§V + 5‘)‘ =0,
wobei diese Gleichungen in &

. ) . hrieben sind
Sinheiten des Kugelradius geschrieb
und g bezw. v die P

arameter der einzelnen Kreise bezeichnen.
Setzt man nun:
u+tiv
4 1'7] —_ 2__1:1:6*_“

k) ] —eputiv?
80 wird die Ebene &,y
Kreise des ersten Syste
Systems in w = const.
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80 auf ¢ine neue Kbene u, v abgebildef, da iten
. . PERE TR 3 2wel

ms in die Geraden v =coust., dic Kreise dus 2

libergehen; es folgt nimlich:
) u=ctgyo,
2u
2) p = 1;"9 ¥
1=— et
Wikt man nunmehy

U=_—.p p=0, L...om—1|m..
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‘4 94=0,1...m—1|m...,

. a4 ¥3 . S d ,l[
s0 bilden die Geraden ¢in quadratisches Netz; dasselbe hat speei¢
ganzzahliges m dje It

ligenschaft, dass das erste System (1) flir P 571’
l...m—1 gerade m Kreise (1)
durchsetzen und gje Ebene &,
dann (fiir b=m,m41,
Systems ist selbstverst
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e i inkeln 7~
liefert, welchie sich unter Winkeld Gy

) . yge werden
7 einfach iiberdecken; die Kreise Wmc“
- ) reproduzirt. Die Zahl der Kreise des 2W
dndlich unbegrenzt,

Im Falle des Modells ist 9 = 19 gewiihlt.

b. Fiir das Quadratische N

den

etz der Kreise' mit zusammenfaller
¢ty welche unmittelbar den Geraden
8=y,

2=y
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C. Das quadratische Netz der Loxodromen auf der Kugel wird er-
halten dureh dic stereographische Projection cines Systems von logarith-
mischen Spiralen:

1) o= 28"('1""/‘),

N
1
9o=2¢ "7,
in der Ebene & 4 (wobei o, ¢ die Polarcoordinaten dicser Ebene, g, »
dic Parameter des Systems bezeiehnen).  Setzt man hier
Etin=2et+,
also ¢ =2¢",
$=v,
50 wird diese Ihene so auf die neue Ebene u, v abgebildet, dass der
Zwischen den Parallelen # =0 und » = 27 befindliche Streifen der lings
1 der positiven $-Axe aufgeschuittenen Ebene &, 5 entspricht.
Es geht dabei das System der logarithmischen Spiralen iber in dag
Orthogormlsystem der Geraden:
1) u—np—xu=0,
2) xu++v+rv=0.
Das gewtinsehte Netz ist also quadratisch fiir:

zU = —.

Soll das erste System aus m Spiralen bestehen, so ist

2 |
H=-—.p p=0,1,...m-1|m...
m

ZU setzen: ung eg folgt weiter
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& 70
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Sodass, wonn sich das Netz mit einmaliger Bedeckung der Ebene (§, #)
} Schliessen soll, » ganzzahlig zu wihlen ist. Im Modell ist
|

2=2 m=10

4 & P ite y 9
"‘“genommen, woraus fiir die Zahl der Spiralen des zweiten Systems

=20 folgt, Die Gleichungen fiir den im Modell dargestellten Fall
lauten 4140

(422 p)
2(p P

l“)():?(f 10 y
e2n

=He=2-2)

2")p=2e¢

3\ v

enr By

' u Toletrey Anshiingen sofort wieder Urdnung schaffen.
m W"‘l'llng

‘N zu vermeiden, es erst zum Kegel zusammenzndrehen.
Well - 2. Wenn man eine Sinuslinie 80 auf einen K
FIE en SGbliesst, so erhilt man eine Raumkurve vierter Or

%Chen zweiter Ordnung liegt, und unter diesen Flichen g
er, die so liegen, dass ihre Scheitelerzengenden eina

: Piden 158t si
Will man das Modell platt hinlegen, ich durch

reiscylinder anfwickelt, dass sie sich nacly
Inung, die gleichzeitig auf einem ganzen Biischel von
8ad ausser dem Kreiscylinder_ noch zwei Parabolische
Nfier senkrecht kreuzen und die Axe des Kreiseylinders

I Darmstadt,

dchen

emes Umdre},. und zweier

te Ebeney b
linders durch
] ]Ahs_t&ndgn eine Angahl
:n ng_ m horizontaler
-angen gjch vertikal zum

egrenzt jst,
Drahtringe

Umd-reh-Hyperboloiden

gleich

lnuem Knoten Zusammen-
' zu kgppep. Befestigt
man den unterep Theil
‘en.

Klamm

; ern das Moge]

80 empfieh]t sich,

zwei vollen




Punkt wenigstens
der Kurve konsts
ist ferner ein M
Abstande von 12
tberliegende Man
Alles nihere wol|
8. 67, ,Die Th
wird den Modell
Die Kurve
bezeichnen:
Moadell N|
als der K-Kurve|
Modell N
Modell N|
Modell N|
Modell Nj
Madell N/
Modelle |
kleiner oder g‘rbv;
Modelle |
knickter Basis, d;
Modell N
Modell N
Modell N
(vel. Fig. 5). |
Modell N
Modell
bestehenden ACE:

;
¥

i

Gipsmqf;

Diese Zen(‘f
die bisher unter
4 Oktanten wie il
der 4 Schalen d
Koordinaten ein
Urfliche, so wir.

miymi—n



Mathematische Modelle
angefertigt

im mathematischen Institut der k. technischen Hochschule zu Miinchen.

(Zu Serie XVIL)

Modelle zur Functionentheorie
angefertigt
auf Veranlassung von Prof. Dr. Dyck.

*

Nr. 6.
Die den reguliren Polyedern entspreehenden reguliiven
Gebietseinteilungen auf der Kugel.
Die Modelle geben: ‘
a. den Tetraedertypus (Kinteilung in 24 Dreiecke mit dem Winkeln

VB4 7t .
9 3 3 )

b. den Oktaedertypus (Einteilung in 48 abwechselnd congruente und
. T T T
symmetrische Dreiecke mit den Winkeln IR -—4—);
c. den Ikosaedertypus (Einteilung in 120 abwechselnd congruente und
B T T 7
symmetrische Dreiecke mit den Winkeln R »«)A

Indem wir beziiglich der gruppentheoretischen und functionentheo-
retisehen Bedeutung der Modelle auf F. Klein’s ,Vorlesungen iibelf das
Ikosaeder und die Auflssung der Gleichungen vom fiinften Grade®, sowie
die dort genannte einschligige Literatur verweisen, seien hier die folgenden
fundamentalen Formeln zusammengestellt :

1) Tabelle der linearen Substitutionen der complexen Verdnderlichen 2, durch

welche die Gebietseinteilungen in sich iibergefiihrt werden.
a. Tetraedergruppe:
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b. Oktaedergruppe:
a2t gz ik'z+{’ikz*-7_
z—1" " g4 1! z—1 g+t
k=0,1,2,3).

c. Ikosaedergruppc:
A
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(g=e*
Die Variable # ist dabei iy ¢f
welche die reguliire Eintejly
vom Nordpol aus
Gebietsointeilung i

» #y¥=0,1, 2,3, 4.

uer Aequatorebene der Kugel gcde““f tion
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t, auf

2) Formenkreis qep reguliire
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3. Fir das Tetraeder:
O=z'4 a1y _3 AR
w=z,‘_2y;‘3; 2,22,Z+2247
wobei t=z2 2 — 2,9,

] RV—3.— @ g g

b. Fiir dag Oktaeder:
t=yze, (& —e%,
I?,=213+ 14,21‘2244-3,”,
r=z z+3323 4L o D | 12
wobei die Relation : ; i oS

e .9,

statthat, el 2t Sl

¢ Fiir dag lkosaeder:
f=¢2zw9y z%° — ),

Al o
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3) Conforme Abbildung der Dreiecke der reguliren Gebie(seinteilung aul dje
positive bezw, negative Halbehene.
Durch die Gleichungen : -
a 27 - 1il=U _ 12/ _3 D,
b Z:Z—1:1=W?: 108 ¢,
6. L1 Z—1:1 = [{° — T, 1728 f*
werden die Kreisbogendreiecke der Tetraeder-, b(-EZ\V- Oktaeder-, ,bczw.
lkosaeder-l*]inteilm)g auf die positive bezw. negative Halbebene A qh
gebildet. Den Punkten Z=0, L= 1, Z=o00 cntsprechen dahej die

Seitenmitten, Kantenmitten, Eckpunkte der auf die Kugel projicirten regu-
liren Korper,
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