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s ist das verdiersd der Variationsreohnung, den er-

der.ﬁinimalf]ﬁchen gegeben &u haben.

sten anstoss Zum Ftudium

Das Variationsproblem:

s L dy - Ao
G

eich alle quadrierbaren Flichen zugelassen wer-

r dem Rand von Ci

rve laufen, Juhrt sojfort aujf die Euler'sche Gleichung’

wobei zum Vergl
liegende

den, die durch eine gegebene ube

Raumnku

RS “)-22 ; < 4 1-57(/14-3 ¢)=

die fur diesen speziellen t Fall suerst von Lagrange aujgestelll
rand man sehr bald

Hand dieser Gleichung J
Meusnig:A(1776) entdec
und die gewdhnliche
albes Jahrhundert

spe-

worden ist. AN
kte die peiden

zielle Minimaljflidchen.

namlich das Cat@noid

Schrau-

einjachsten,

benjliche. Diese beiden plieben aber ein h
vinimalfldchen.

g die einzigen pekannten X Wohl haben sich
re eingehend mit der Fuler

n thren Resultaten k

lan
tgchéen Gleichung

Lionge und Legend
einen gebrauch

peschiftigt, aber man hat vO
prst Scherek (1834) hat mit cht

die Vinimalfldchen

Erfolg weiter gesuv
sind, gejunden.

tgchen léichen.)

gemacht.

una alle Schraubenflichen,
e Meusnier

ialfille erhtilt er also ai

(als Spez
eiten von Ossian

yinimaljldehen
uber

chritt bedeuten die arb

Finen grossen Forts
alle reellen

Bonnet (1853), der €s ermbglichte,

und aer weitgehende IIntersuchungén anstellte

aujzusuchen,
die alzen.dinimalflcdhen eigen

geometrische Figenschajten,

sind.
Die enfojgredchsten Untersuchungen perdanken wWiT aber

e eleganteste Form gefunden hat, in

Weierstmss (1866), der dt
der sich alle reellen und a]pebraischen.Minima]j]dchen aar-
als erster das €ngeé

stellen lassen. Ihm gebuhrt das Verdienst,




eigt zu habél, das die Theorie aer iﬁnimz]]]&chen
w3 1 -7 ol of P et g e 5 - "

nit der unict tonentheorié verbindet. Seine jrundlegenden
len s Jolgenden au) dretl wesentlich verschiedéeneé

[N

Aormeln 80

irten abgeleitel serden. Nachaen weierstrass den Bann gebro-
tie, setzie gine grossé Zahl fruchtbarer It ersuchun-
in erster rinie die schonen Arbeiten von

nennen sind.

neorie deri”inimaljlﬁchen

thedeutung der 4
mun/{tionentheorie,

i (RS R g
beruht auj ihrer engen verbinauni mit der 4
n die Mi-

gehen darau) zurick, dass sic

Die Haup

nd digse Beziehungen
m auf die Frugel

nimalilichen 114 - 7 I
naljlicnen durch paralle]e Normalen konjort
Leint dahe zweckmdssia, die irinimal=-

=

r1ichen von digser Seite her einzujunren.




7. aufsuchen aller Pldchen mit konformer sphdrischer
rinimaljldchen.

abbildung. pefinition der A

ach allen Flichen, deren abbildung durch

rische abbildung, konform
n die Endpunkte

wir fragen ot
oder kurg sphil
t .den J14chenpunkte
s aufgetragenen
M entspricht

para]]e]e Normalen,

+ Dpiese abbildung ordane

i8¢,
iebigen Nullpunkt aw Norma-

inrer von einén bel
svektoren 2u. Jedem P1échenpunkt
zeitskugel,

Jeaninheit
der Eini

jeder Tan-

Punk t Mma

auy diese Weise ein
im sphdri-

ung ﬁ4"r' einefﬁnhéntenrichtung 4M1?

gentenricht
Tangentia]ebene

r die aenderung der
fﬁpr- petrachten, g0

den Schnitt zweier benachbarter Tangé
ur Richtung MT  wo

Die zur sphti-

schen pildpunkt. Wenn wi

auj der Fléche 1&ngs einer Richtung

pird in der Grenze durch
dchenpunkt P\ eine &
M U eindeutig dejiniert.
f’ ronjugierte Eiéhtung m VT
, Definition die Tangential-

nkte immer parallel

tialebenen im I'l

WRichtung
muss

Jugierte’

rischen Bi]dtangente m

s SMU parallel seims

n entsprechender Fléch
der Kugel zwel konju

(Md‘Lauw),safﬂgt

da nac’

en-und Kugelp
gierte Richtun

gen stets

MU LT

ebeneé
sind., Da nun auf
er genkrecht stehen

a%feinand

cht Kugelpunkt e

D Iﬂdchenpunkt /V\ _entspri
1tan il
préchentany. oz Kugeltang. ——
: el 2u wonj. K=
" Jﬁl%i 1st parall ,ggjtany.ﬂva;UTft:~

konj. "
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alsor Hiner fﬂﬁchentangente

Richtung /V\ M
nte ”Mt’

4

ist, entspri

die

a
T+
Q@
o
Q

ur ein Tangentenpaar

(M, AR =

nsere Forderund, dass die abbi

£ (MT AT = 2(+8, Mf) ist also

zweier peliebiger Tangeé

winkel der ZU

ﬁquiva]ent

71

dass die winkel

F]Ec%enpunkt gleich dem

tungen ist. Da in gineén nicht para
Jjugierte aichtungen mit gonjugierten Dure

ttes dbereinstimmen,

trix—ﬁiuelschni
n Kreis oder

X entwedg’? el

1)

Hyperbel ist.

die Indikatri

s Resultat a

wir konnen da
r die ¥ogl

de Redinguny Ju

ge und ninreichen
mitst der abbildung unserer Flache durch P
auf die,EinheitskugeI ist, dass die Sumneé
R

beiden Eauptkrammungsradien

R.'= Rl so sind in jedemn
radien gleich, Jjeder punkt ist Napelpunkt. D€ einzige Fldche
e Kugel. I8t R

mit dieser Eigenschaft ist di

nennen wir die deqbeeine MTnimalZJdche.

uls Grenzjfall peider Fldchentypén

un
endlich grosse.Krdmmungsradien

der ewel konju.

MT

cht bel der abbildung
genkrecht &u
; /qu—, gilt also:
¥ 1)
ldung konjorm i
mit aer Forderuny,
ztenrichtungen im
ihnen konjud

polischen F
hmesSé r%es Indika—

50 pedeutel dies,

eine gleichseitige

ch SO ausspreé

ic

fﬂ&chenpunkt al

die Ebene. o

glei ;
chzeitig Kugel und.Minimanl&che.
chmessSer #

gierté Dur

deren Kon-
ist.

MU

st (d.h.

ierten Rich-

Udchenpunkt fson-

dass

chen: thwendi-

nkeit der Konjor-
arallele Normalé

oder Differens der

verschwindet. Ist

Ze.Krdmmungs—

erhalten wir Jur

je ist alse

1) Di
i i e Richiungsbedingund:
il iz den Hauptachsén a und e
gen missen ‘/z | =
;oist f}* {}/5 B Der Winkel zotaohen £021
rer konjugié wenn

Durchmessern ist gleich dem i

Ry

ista‘

rten,




. dlso gilt yur Kinimaljldchen

8

Iz, Kramaungslinien als Parameterlinien

awj der vinimaljliche.

yinimaljldchen dadurch definiert haben,
jen entgegen-

Hauptkrummungsradz
ihrem Studiwn die

Da wir die

dass in jedem ihrer pPunkte die
gesetzt gleich sind, Jiegt és nahe, bel
Krimmungslinien als Parameterlinien zu wihlen. wir wollen &u-
nichst zeigen, dass diese au/ der ! 1/;1])}3]]’]@008 e"in igsothermes

AT 3 .
Netz bilden.
RBedenkt man, dass 1dngs einer Xr&mmungs]inie die Nor-

Fliche bilden, also eine Raumhkurve

malen eine abwickelbare
n einem

wmhiillen, so erhdlt man Jolgende periehung, 4i€ zwische

a den Dijferentia]en
é pesteht:

Hauptkrimmungsradius un Jes Ortsvektors

:Z und des Normaleneinhe eitsvektors

1) /Zf-/z,/;zo

gilt allge-

1, die von Olinde Rodrigues nerruhrt,

Diese Forme
n als Pa-

mein Jur jede Fliche. Wihlen wir die Kriummungslinié

(/” a cvnd%) 7 ) o bedeutet G123<

rameterlinien

Hieraus jfolgt: dii= /2; 4 ../?4E

4 (§ i R e /
62 ) JZ=/?(§/1/"éZ Z}
€3) ,{Z R(Ea’//) +G‘/Z)F§r§*
(%) z ’
0 ‘(‘(,, R

les Netz bilden.)

weil dielKrﬁmmungslznten €o iPSO ein orthagdﬁdﬁ"

By




wir finden in Formel (4 ) eine erneute pestatigung dajur;

I

/Z (vg1.(2))

dass die sphirische wbbildunyg konjorit ist.

4aus der Inte;,:r‘abz‘]z‘t:‘itsbedingung Jur

(Rép)j ‘L(R§7 ),o = o0

Jolgt

= o R G). =
(R F_)7 C )/,

4dlso kénnen wir neue Variable //31 und 74

massen einjuhren:

l,. =~ VRE 4
dpo- REAP (i £26 - R
/74 =VRG /7

inaten unqer&‘ndert

nie Formel (2. ) pleibt in den neuen Koordi

erhalten:
; = =
(s) /Z /A (5"‘11//4 ;7‘ fA
Aus ( 3 ) hingegen wzrd.
(¢) ,/Zzz R (//4 +/7 1= /??/5’

Damit ist gezeigt, dass die !(rdmmungslinz’eaauj der Minimal-
Jliche ein isothermes Netz bilden,
gohe konfort auj die

i

wir kinnen also die Minimaljl

Fbene abbilden, wobel den belden Kurvenscharern /44 =€

unda = M zwei orthogonalé geradenscharen ent-
sprechen, Jede isogonale Trajektorie auf der Fldche bz}det
sich also in eine Gerade der //1 74 _Ebene ab. Insbeg

Haupttangentenkurven aujf der

sondére geht das System der
= }04 ?4 _Ebene un

Fléche in ein zum I{oordz'natennetz der
les Netz uber.

Eé ist yur das folgen- |

45° gedrehtes arthogona



_Ibene als komplexe Ebene der

de zweckmldssiy, aie /% 74
w. der konjugierten Zz =pa” 7)

vuriablen G = pPat “7, (bez
7 4

wufrujassen bann wird:

(1) o

veben dieser konjormen

v o Rdode

abbildung der yinimalfldche

wesentlich perschie-

erer Defi-

awy die Ebene kenne/ﬁir aber noch eine

dene abbildung. Diese ergibt sich sofort aus uns
nition der nznzma7JJacheXa]s Pliche konformer suharzschéf
abbildung., Wir konnen némlich die Bildkuge] wiederui durch
stereographische Projektion konjorm auf die Ebene abbilden,

Dem jﬂachenpunkt

Kugelpunkt é (f fuf)

ne Projektion einen

mine Figur wird dies deutlich machen.
(XMXL,XJ) entspricht zunichst der !

Diesem ordnen wir durch stereographisc

hieht durch

Punkt der komplexen 1 -Ebene 2u. Dies gesc

die Gleichung

Fla it kv
1

Ag} . -5,

HFieraus erhdlt man:

4:/u4QF - 11%2
(%) J; (uw+4} = :

Wir haben also die Minimalsldche auf zwel wesentlich ver-
et Ao Ar

rten auf komplexe Ebenen abygebl?
en & -Ebe- |

schiedene 4

tst das Ruadrat des Linienelements in der komplex

ne, ﬂ(bta(LF ist das Quadrat

des Linienelements in der

Eompgezen o -Fbene’

/z= R e ’»‘(Zf’sf”/zw(;‘ |
‘[§\l= 1((1“.4’2)— ’
2 e




G.—: G(U\)
(T=TW)

en wir durch eine anal
(V) ) aujeina

Beide Ebenen kinn

G =6 () (bezw. CT=

elte konforme abbildung givt
und V-

inden, die sog

Diese dopp
unter Benutzung der Parameter eine sehr
Py

te Darstellung der Minimalfliche Zu i
wir erhalten sie,

%4

weierstirass'schen Formeln.

drei Gleichungen (s )

/Z=fﬂ)[3)7% -

(S )
9%
alle Grossen /Z, /' >/4 . ;c als Funitionen VOT n
ausdrucken. Das geschieht am kurzesten jolgender’”assen‘.
u+
4us 54 __:,’_____v" Jolgt:
AV +

A
/§4 =(M v+1)©

hieraus wird wegen

o {(1~v2)o/u+(4~u‘)'/”5

,,{o*:o"(’u)p{b\ /’(T*‘T'(”)‘{V ‘

hieraus wird wegen

Ao = 4704+'{\J74

s
c,—l

Ao +

o

(10) =
I (uv‘fwt)l

ytische Jynktion

nder abbil dern.

uns nun die Mogli

enannten

wenn wWir in den

chkeil,

elegan~-

und U




/A p/ T
(44 §4 (A’AU-F’I)

(1) Ax, 2(/MU+4)
R

R "L:T“_l;(oj (‘,/(r))

~
8

(13 ) dx, = ——
(nv+a)® '

7 _ Sy z if‘\ . 2 ( ‘
14y dx, = 2 {“ v s+ l"’“)(%)(‘/‘“f

die Indices o und 3

nit Alw)
}{(u}‘ und

sich Jur

unktion E"( f{f}

&

dennliche Formel reihen ergeben

e

nezeichnet man Ai€ analytiscl
: L ATy ® :
und entsprechend ) mit J(U') pobel
2\ dy -

D_(IF) Eonjuy iert imagin
rer Argumente

1~ T 2 ;
dx, = 52 Hiwydn + LE T dv - Rla-wy Hempdw)

dxl i 2‘,(’4+“1)M(,,\)/«4 e g(’uzﬂ)%w Av =

n M(u)o/u + U mv)o/r ‘ﬂ(du%

inimaljlic hen

(15)
() A% )

"

dx

Tn dieser Form lassen

dar-

sich alle reellen i

stellen,
PRI JMinimallurven als Parameter
Jen au) der i inimaljldche.

hen ye.ﬁ:i:z]tet sieh auch

nimallkurven

System der Mi

Die Darstellung der f inimalyjl4c/

dann besond i : :
ann besonders einjach, Went man 4as
pei der Betrachtung der wlHdche S arunde legt. Dies sind dte

Rfccar ) o)




noenten in jedem Funkt nach

%

den imagindren

ninweisen, @l-

r betreyjenden Tangentialebene

so die Richtungsjaktoren +¢ pesitzen., Wir sehen sofort;
Jederiinimaljléche Jie -inimalkurben ein konjugier-

rix
tes letz bilden. Die Tndicals ist ja in Jjedem Punit eine
gleichseitige yperbel, und bhei dieser heisst die Richtungs-
bedingunyg Jur KOnJjL ierte chmesser é?x.Zb/d =4
jese Pedinguny wird aber o/ jenbar vorn den Richtungsjakto-
ren +t und =t erjillt. Diese migenschajt der Vinimal-
inimalléche ein yonjugiertes Netz zu bil-

dazu, dass die Faupttangen-

ontung in jeaem

it einer szmptoéenrichtung der zugehorigen

Indicatirix ibereinstimnt) ein orthogonales Metz bilden. Die=
se Analogie tritt auch analytisch in Lrscheinumiiy, wenmn man
die Gblichken Abkurzungen aer lsichentheorie einjuhrt.
der Ortsvektor nackh einen gew&hn]ichen

enpunkt einer peliebigen Flache, éf(ta,vﬂ der Normna-

_‘7"_.t (74) ‘U‘)

79 as
L
Fliek

leneinheitsvektor, SO sind die sechs Fundamentajgréssen ge—

geben durch :
£ ’ i
Zﬂ.

tuitr M=ttt

b:Z:

In dieser Bezeichnungsweise

it
|
H
o\,
v

(e

2
1l
I
S
g
M,
<

(].Grundform)

/zz=f/u‘+2/z'—/u/v+6/zf’

I a(f “Zf

/:~=° bedeutet, dass dic

(2.Grundjbrm)

1y

"

L,/u‘+3/‘1/_u.{y—+‘/\//z}" i
u=¢‘aw/’,ﬂ'°w-—/—‘

Parameter]inien
giertes Vet

el . : :
n orihogenalies, [N=v , dass sic 2if fonJju.
chtung S.3rzeigte)sojvrt Ji

)

oy
tlden. (Die anschauliche Retra

konjugi S
quiterte Linica  Ho T



(IX)

(1)

nir die erste Jrundjorm gjeichiﬁdl

cwei Fortschreitungs-

ieden Punkt &

I. Dadurch, dass

erhaltenen Furvenscharen nennen wir die
3 n. ihre nogenlangeé 1ot stets © )

. . 7 z
intmalkurven ( t/z =0 d.h.

in Jedemn Fléchen—

Durch Polarenbilduny erhalten wir
punkt eine stranleninvolution, deren Paare ngrmoniscii £U ihren
Doppelstrahlen, den [inimalkurven, liegen. Dies ist die Invo-

5o >

uti ) 7 2 .y 5 ‘ .
lution aller rechtwinkligen gtrahlenpaare.

/ZL = [-:’{“l‘f'ZFO(Mr/zf + GAv'=0 (f-/ﬂ'w'mv//f-"vv-\)

/Z'GQf = ffaﬂlJL +—/:72/uanr+,;Q;J;,)f-C;ﬁATJL‘=:o
(Rl el
E. Dadurch, dass wie die &.CGrundjforit gleich Pull setzen, k.
definieren wir 1In jedem Funkt zwel ﬂbrtschreitungsrichtungen.
ﬁaupttangenten-

Die so erha]tenen.ﬁuruenschqren nennen wir die

kurven ( dy L ‘{é d.h. in jedem ihrer Punkte b

Vormalschnitt einen Wendepun#ﬁ,)

dung erhalten wir in jedem IFldchen-
w thren

at der &ugé-

horige

Durch Folarenbildu
punkt eine gtrahleninvolution, deren Paare narmonisch 2
noppelstrahlen, Jen Haupttangentenkurven, Jiegen. Dies ist diée

s

Inveolution aller konjujierten Strahlenpaaré.

o / ﬂ{ér =L/ul+ ZN/«:/U‘ +N¢/vt=o {W@Vrfm}m/w)

C]h-rr{ :(. %f‘-ﬂ'n—‘s. j/ﬂué/h/nam)

ar gemeinsai, némlich

gz l/t J\;: L‘/‘MJ\M + M (’/uiu+/vfu)+/\/’/u‘f'f =0

en ein Strarlenpa
1inign, das zugleich rechtwinkliy und kon.
s
ki

das Paar ader Krummungs
c'\ d

giert ist. (V/‘ dn ;.-)M) . i
Kr-Ll.

Kr.lo o

Reide JTnvolutionen hab




wir kehren jetst wieder Zu den vinimalfldchen Zuruck.
Sie sind dadurch charakterisiert, dass die Swmme der FaupthETin-

‘1‘? . ] n
aze.mzttlere Kriimmung ) verschwindet.

Dies drickt

munysradien (

unsweise Jolgendermassen aus

sich in unsercr Bezeichnt
EN-2FM+G A A
2 ff = - / lg =0 /1 g zf' 5 z?—

T EG-F

Hieraus lesen wir noch einmal wnmittelbar ab |
7. Die Minimalkurven sind konjugiert. wghlen Wir sle namlich

£ -G =0 bedeutet, SO Jolgt
M= 0=
winklig. wehlenpoir

so jolgt

su Paraneterlinien, was nach I

aus H=o wegen F=o notwendis

- - . }
L4 nie faupttangentenkurven sind recht
pParameterlinien, was nach IT L=N=0 pedeutet,

ate Minimal-

F =0 . Aus I Jfolgt II und wungekehrt, denn wenn
kurven konjugiert sind, so kommen sie in ader Tnvolution II voT,
liegen also harmonisch gu den Haupttangentenkurven. Also kommen
in der Involution I vor. Also sind sie rechtwinklig; und

&

giese

umgekehrt.
(Rei der rugel sind die Regrijje konjugiert wnd rechtwinklig
Haupttangentenkur—

identisch, die lMinimalkurven Sallen mit den !

ven zusammen.)

Adus I konnen wir wichtige Konsequenzen ziehen., ES zeigt sich
e/ ]

e # Schiebjldche " ist, d.h. durch

ithrer konjugierten

dass ate inimalyldch

Para]]e]uerschiebung einer Minimalkurve an

ndmlich,

sSchreiben wir Jur die Mininal-

Dies erkennen wir 80
statt wn, v , S0 ist

entsteht.

kurven als Parameter]inien a,/@

M= S =o

(20)

Aus aden Identitﬁten

rar) Eff. =0 _sz/f”

entiation :

Jolgt durch Difjer
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Zusamiien

mit /4=:o ergibt dies, wetil éf Zk’dg/4 ]inear un-
2

abhidnyiy sind

g ~°
Wir kénnen sojort integrieren und jinden Jir unsere Fléche Jol-

1e Darstellung .

(22) f = 7/0«) +y'.75) _

J
einerlﬂcnieé?]ﬁche.

tische (leichuny

Dies ist die charakteris
f%x) und 770@) sind die Ortsvektoren sweier Kurveén. purch
gdditives Zusammensetzen erhilt man cinen Punkt der Schieé?ﬁﬁche.
te Rolle. !

ichberechtig

gine vo1lig gle
sch darzustellen,

Reide Kurven spielen
che analytie

die yinimal/j1d

Das Froblem,
n pijyerentialgl

ninaus, di€ beide eichungen
I x4 1 ¢
4 (=) + z(") + )(a() =0

e P g

endarstellunyg

14wyt nun darau)

(23%)

denn in xoordinat Jautet E=0=¢

i 7,& )
()T ® VA =0

r yinimalyldche :

zu inteyrigreén,

die qleichung de

/Azac) + 7‘(/5) |

Dann Jautetl

X
(2%) xl:_%&x}+ 7‘0”
X5 =7(:(v<)1—7,(/5) v
angegeben,

hat eineé pesonaers elegante Substitution
Zr setsl °

Weierstrass

um die aleichungen (2)) £u integrieren.
. 7
f'(x) ez (=)
(257 _,,,:27,~+——~~ -
~I3 )
Dann wird 2 -
: .
S L
e n

(ol [——



Viesern gemeinsamnen vert bezeichnen wir mit

(o) & Uea ;/:

Jann erhalten wir sojort

/.i/i~u‘) M(‘L«) A
(e)) «’/Zuc): i /(’14—««‘)%0«)/0\
/ﬁaﬂm)lu.

sich als Losul

noen (24) erhalten

7{(:‘4) e ==

U{)H
3
f‘ a1eichung ( e3 )

Tntsprechendes 2rj ng aer zwelten

in die 7leichu wir die allge-
A€
von Heiersirass. Durch 4i@ Formeln

a2y alle reellen und imaJinﬁren,Linimazjldc&en gejunden. Reell

gind mit eginemn

ie sowohl [ und v wie

ist eine Jinimaljliche, wenn Jjur s

U?V) konjugiert imagindr sind.

U(wy und

7V. Stitzebenenfinktion ist Poten-

£
tiagljunktion,

wir konnen die Weieratrass'schen Formeln, die Jur die

wndamentalé Redeutun
ableiten, wenn

Theorie der MinimalJfldchen eine g haben,

wesentlich verschicdene Art
f? 2w Filjfe nehmern. qie ist

petrachte-

noch auw/ eine dritte
v Stutzebenenjunktion

der Tangentialebeneé aes
enen Punkt in k

wig die
dejiniert als die Entjernunyg

ten Fléchenpunkles von einem beltebigen festgehalt

ihrer Abhingigkeit vOm Abrza]eneznheztsuektor l;
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